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Ejercicios de Analisis Funcional
Relacion 4 - Espacios normados de dimension finita

. Prueba que una sucesion acotada y no convergente en winaspanado de dimension finita
tiene al menos dos parciales que convergen a limites distint

. Prueba que para caba& N existe un nimer@y > 0 tal que para todo polinomio de grado menor
o igual queN se verifica que

N N
k;|p<k>| <Cy _O[ |p(t)| ot

. Prueba que una sucesifi?, } de funciones polinémicas, todas ellas de grado menor o el
un ciertoN € N, converge uniformemente (es decir, con la nofiiia) en un intervalda, b] si,
y sélo si, existerN 4+ 1 nimeros reales distintos del intervgdob], Bo,B1,. .., BN, tales que las
N + 1 sucesione$Pn(Bx) } ey (k= 0,1,...,N) convergen.

. SeaX un espacio normadolM un subespacio cerrado &e Prueba qu& es completo si, y sélo
si, My X/M son completos.

Sugerencia. Utiliza la caracterizacion de la complitudgsies.

. SeaX un espacio normado fye X*. Prueba que son equivalentes las siguientes afirmaciones:
a) f alcanza su norma.

b) Para todxe X hay algtnycker(f) tal que||x—y|| = ||x+ ker(f)]|.
. Considera el espacio vectoriak= { f €C|[0,1] : f(0) = 0} con la norma uniforme. Prueba que

1
M:{fex:ff(t)dtzo}

0

es un subespacio cerrado propiotg que no existe € X con||f|| =1y dist{f,M) = 1.

. SearN un subespacio finito dimensional un subespacio cerrado de un espacio norm@ado

Prueba qu& + N es cerrado.

Sugerencia. Usa la aplicacion cocientexdsobreX /M.

. En el espacio normadogy, ||-||1) se consideran los subespacios

M = {x€ecgo:X(2n) =nx(2n—1) ¥YneN}, N={x€ecpo:x(2n—1)=0 VheN}

Prueba qué y N son subespacios cerradosagdg quecoo =M @ Ny las proyecciones sobhé
y N son discontinuas.
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9. Prueba que

1
M = {fec:[o,l]:jf(t)dt o}

0

es un subespacio cerrado propiddje, 1] y calcula la norma dé + M enX/M en los siguientes
casos:
a) f(t) =ser(mt), b) f(t)=cogqmt), c)f(t)=t—-1

Dadaf €C[01], prueba que hay una funcigre M tal que|| f — g|| = dist(f,M).

10. Sea
A= {xecp:x(2n) =0 VneN}, B={xecp:x(2n—1) =nx(2n) VneN}

Prueba qué y B son subespacios cerradosadequeA+ B # cp Yy queA+ B es denso eny.
Sugerencia. Usa funcionales lineales continuos para popl#® y B son cerrados. Para probar
la densidad dé + B recuerda quego €s denso eng.

11. SeaM unsubespacio de dimension finita de un espacio noridagseaN un subespacio cerrado
tal queX = M @ N. Dadodg € M#, definimos

d:MaeN-K, ¢(x+y)=0¢o(x) (XeM,yeN).
Prueba qué € X*.

12. SearM y N subespacios de un espacio normxd@upongamos qui es finito dimensional y
que existen €]0,1/2] tal que para toda e Sy se verifica que digk,N) < a . Prueba qué/ es
finito dimensional.

Sugerencia. SM fuera infinito dimensional, existiria una sucesifx,} tal quex, € Su y
[IXn — Xm|| = 1 siempre qua # m. Para cada, hay uny, € N tal que||X, — yn|| = dist(xn, N).
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